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Un signal est le support d'une information

Support : grandeur physique Information : grandeur abstraite

m tension m noms des personnes présentes

m courant m ordres vocaux

| ... | ...
On traite souvent de grandeurs élec- Cette information peut prendre la
triques, disponibles en sortie de cap- forme de texte, d'une action, etc.
teurs.

speech — — text
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L'étude des signaux est une discipline a part entiére, ayant pour objectif la
création, |'analyse et la transformation des signaux pour leur exploitation,
souvent rendue difficile par la présence de bruit.

m Création : synthése de signaux, souvent par combinaison élémentaire, ou
par modulation pour des applications de transmission ;

m Analyse : interprétation des signaux, pour par exemple :
m récupérer seulement les composantes utiles du signal,

m identifier, classer les signaux.

|
L 'outil principal est I'analyse de Fourier.

m Transformer : c'est le role des systémes (analogiques ou numériques), qui
prennent trés souvent la forme de filtres.
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Notion de systéme ) BT

Beaucoup de systémes physiques (électriques, mécaniques, chimiques,
biologiques, etc.) peuvent étre décrits naivement par le schéma suivant :

Bruit

\ l Un systéme est alors vu comme un

opérateur appliqué a des sollicitations
(en entrée) qui produit alors une ou

/ T plusieurs réponses (en sortie).

Perturbations

Systeme

Sorties

Entrées

m Prédiction : peut-on prévoir quelle sera la réponse du systéme a une
sollicitation ?

m Caractérisation : de quoi est composé un systéme fournissant un type de
réponse a une sollicitation donnée?

m Sythése : comment modifier la réponse d'un systéme a une sollicitation
donnée?
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Il existe différents types de signaux selon le phénomeéne (physique) qui leur a

donné naissance :

m Signaux déterministes : signaux dont |'évolution dans le temps / |'espace
/ etc. est totalement décrite a I'aide d'une équation. Ces signaux peuvent

alors étre :
m To-périodiques : x(t + To) = x(t) m transitoires
y _Té ) ' 1
_J\~—}~:Z_f‘\j——l-
L
m apériodiques /(\m
[ | v }

U

m Signaux aléatoires : signaux dont |'évolution se

fait au hasard, dont on ne

peux pas donner la valeur a un instant/endroit/etc. donné. lls sont alors
caractérisés par des grandeurs statistiques (moyenne, variance, etc.)
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On définit les caractéristiques suivantes :

m Puissance instantanée :

2
P(t) = [x(¢)]
m Puissance moyenne : (moyenne de la puissance instantanée)
po— tim L [ pwdr= tim L[ |x(e)Pdt
x — | — — | —_—
T—+o00 2T _ T—+oo 2T _

T T

m Energie : (somme des puissances instantanées)

E. — /m P(t)dt = /m x(t)Pdt

— 00 — 00

m Si Ex < +o0o le signal est a énergie finie. C'est en pratique le cas de tous
les signaux physiquement réalisables. Ces signaux sont alors a puissance
nulle.

m Si P, < 400 et #0, le signal est a puissance finie. C'est le cas des
signaux périodiques. Ces signaux sont alors a énergie infinie.
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Dans le temps, un signal To-périodique est caractérisé par la répétition tous les
To du méme motif, de sorte que :

x(t+ To) = x(t — To) = x(t +32Tp) = x(t).

To est appelé la période du signal. Strictement, ce sont des signaux a support
temporel non borné et vérifient Ex = +00.

Exemple :

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2F

-04F

-0.6

-0.8f

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
t (en secondes)
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Caractérisation temporelle (1/2) Y ks

[ T 7 ] Définition mathématique du signal -

] Y | 4y oy

0.4f P

kN . ?f/:'-44:§4kéﬁ
02l ] lo - >

0.4}

£ lFenTs) cH

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 %
t (en secondes)

Calcul de sa puissance moyenne P :

Tof To
P, L “C"(”’%’%(fi‘a(% /(«JJLO{/’)
o 2 o ‘ro/L
oL T .
:%([V]a '{[V]To/z’) /%‘(%ofg)z> —P’ i‘
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En physique, la fréquence est le nombre de fois qu'un phénoméne périodique se
reproduit par unité de temps. Dans le Systéme international d'unités la
fréequence s'exprime en hertz (Hz). Exemple :

m Période Ty du signal :

24 —
T, =004

s(t)
o

m Fréquence fp du signal :

-2 @),

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Temps (s)

Fréquence
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Tous les signaux périodiques sont-ils tous caractérisés par une seule fréquence ?

m NON : Joseph Fourier montra en 1811, en travaillant sur des expériences
de modélisation de la diffusion de la chaleur, que tout signal périodique
pouvait s'exprimer sous la forme d'une somme (possiblement infinie) de
signaux sinusoidaux de fréquences différentes;

m le signal sinusoidal revét donc une importance capitale :

|

T
| | i | | | |

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.2

t (en secondes)

https://zestedesavoir.com/tutoriels/2451/
les-signaux-sinusoidaux-en-physique/les-signaux-sinusoidaux/

XTo(t) = ASin(27TFot —+ gD)

1.5

1

0.5
oF
-0.5F
—1F
. .
25 -02 -0.15

-1.5
-0.

m A : amplitude
m Fo : fréquence fondamentale

m © : phase a l'origine
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On peut donc imager 2 représentations totalement identiques

Amplitude
Observation e 0 Iu‘"'. ﬂ‘.I
dans le domaine |/ i o \ Vo
de la fréquence 'II % \ Si—

’d H
"
| ’

- ~"’1I_i HI."I | T, '|| |
oy (. Bes ot )

& v
Fréguence
7
=}
7
R

Observation dans le domaine du temps

- oy
\éngu encore : KQ‘* |
b l f

1 f

. fo
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» lllustration sous Matlab dans le domaine Audio.

Définition (réelle)

+00 e
x1,(t) = % + Z ai cos(2mkFot) + Z bi sin(2mkFot)

=il k=0
avec :
2
a = — x1,(t) cos(2mkFot)dt
To J(7o)
2
by = — XTO(t) Sin(27TkFot)dt
To (To)

Un signal périodique quelconque est donc constitué d'une somme infinie de
sinus et cosinus, de fréquences multiples de Fo = 1/ Ty, la fréquence
fondamentale.

Mais la représentation en sin et cos n'est pas la plus simple a interpréter. On y
préfére la définition complexe ...
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Définition (complexe)
+o0
27 kFy
XTO(t): Z cke " ot,
k=—o00
avec :
1

Ck x1, (t)e 2T ot d

 To Jr)

m Les ¢, sont appelés les coefficients de la série de Fourier, et sont des
nombres complexes ;

m Chaque coefficient ¢, posséde donc un module et une phase, représentant
I'amplitude et la phase de la composante a la fréquence kFo au sein du

signal x7,(t);

m La signature spectrale des signaux périodiques et donc un spectre de raies.
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Spectre de raies SORBONNE

l CL( Amplitude

F° Lro SlEquence’ ! >
C L Phase 1T
l/ 2n
| N

F; LB 3 frf'q-u/ence

Notions de fréquences fondamentale et d’harmoniques.
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Exemple de calcul S Soraoun

Fonction rectangulaire, de largeur AT
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Exemple de calcul 3 sSreoNNE

_ATRAT 'LTF.-AT>

4 J
el J”@;\(C <

>y P (ATE AT
A

s (ATEAT)
TG AT

Dac: [ cq - ARAT

/\
Q
»
|-
S~
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Vérification qualitative oL

https://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/
Elec/Fourier/fourierl.html

m La série de Fourier permet d’'analyser les fréquences présentes au sein d'un
signal périodique ...

m ...mais elle permet également d'en fabriquer, d'en synthétiser !

m Et si strictement un signal périodique est constitué d'une infinité
d’harmoniques, en pratique, seul un “petit " nombre est nécessaire pour le
caractériser.
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Signaux périodiques : a retenir

m Un signal To-périodique est un signal pour lequel un motif se répéte dans
le temps (ou l'espace, ou ...)

m Tout signal périodique peut se décomposer en une somme possiblement
infinie de sinus et de cosinus (ou d'exponentielle complexe), de fréquences
mutiples de Fo =1/ Tp

m Le contenu fréquentiel d'un signal périodique est toujours constitué :

m d'une fréquence fondamentale Fo = 1/ Ty,
m de fréquences harmoniques F = kFg, k € Z

On parle alors de spectre de raies.

m Les 2 représentations temporelles/fréquentielles sont totalement
équivalentes.
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Etude et analyse des signaux apériodiques :
la transformée de Fourier




Transf. de Fourier O®000000

Du signal périodique au signal non périodique (1/2) S SanmoNne
4h(t)
T
-
-
t t t t t } t t } -
302 4 6 & 10 12 14 16 t(ms)
2
') _ A 4Cn A . (#wnt,
- C, =—sin
-. - A T
\
T 12X Wl N IR, =
et | 05 1| 2 324 f(Hz)
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Transf. de Fourier O0O000000

Du signal périodique au signal non périodique (1/2) S SanmoNne

4hit)
T
R

_ _ _ _ B A _ _ _ _ _
-
5 2 4 6 2 10 12 14 16 t(ms)

2

4Cn

\\'.
R S WEEe ‘ ’ T
= NV o5 1] [ M2 34 f(kHz)
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Du signal périodique au signal non périodique (1/2) S SanmoNne

e
ce)

1 1
L) L)

t —ttt "
302 4 6 3 10 12 14 16 t(ms)

[T,
1L 'lul”

20/40



Intro. OO0O0O00O0 Sign. périodiques OO0000000000 Transf. de Fourier ©OO®00000 Syst. analogiques OO0O000O0
"\ SCIENCES

Du signal périodique au signal non périodique (2/2) S SanmoNne

Mathématiquement, on peut alors écrire : k

. 1.
T~ (H . &ZCL C’—‘\Zﬂ o e C.L/- [%ﬁejﬁ I

—
® (%’5&(7‘—9_—':_—) Cl——>©.,

Tele ~ T h Sl
_ . 3T
=) | o C:l—J_ = €
-l
T - _ L d f
Iy e -

21/40



Intro. 0000000 Sign. périodiques OO0O000000000 Transf. de Fourier ©OO0O00000

Du signal périodique au signal non périodique (2/2)

Syst. analogiques OO0000O0
"\ SCIENCES

SORBONNE
UNIVERSITE

22/40



Transf. de Fourier ©OO®0000 Syst. analogiques OO00000

"\ SCIENCES
SORBONNE

Transformée de Fourier SORROUNE

Intro. OO0O0000 Sign. périodiques OO0000000000

Définition : Transformée de Fourier des Signaux Continus (TFSC))

TFSC[x(t)] = X(f) = /+OO x(t)e *"dt
x(t) = - X(f)e™?™ "t df

Remarques :

m La TFSC est une transformation linéaire :
TFSC[ax(t) + by(t)] = aX(f) + bY(f)

m La TFSC est une grandeur continue en fréquence, a opposer a la série de
Fourier qui ne faisait apparaitre que des fréquences discrétes (multiples de

la fondamentale)

m X(f) € C:la TFSC posséde donc un module et une phase ...comme
toutes les représentations fréquentielles !
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Transformée de Fourier : propriétés Y ks

m Décalage temporel :

,'ZT(KZ'
TF [v(F3l] - )((g) e o

Ly /Z/fnaﬁ/ag do %K A Ajmw/a&é/w
ﬁm/w /néf/@aa o o

m Relation de Parseval :

g;f/qc¢//‘1#,fjx¢/‘%
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Transformée de Fourier : exemple et interprétation D SRASNNE

Passage de la fonction rectangle périodique ...a une “fonction” particuliére : le

Dirac. 1? ?:(}7

A A glﬂf jﬁ% ( g i *\mér
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Transformée de Fourier : exemple et interprétation D SRRRSNNE
—
. 4
o gt A{ —D O N azoﬂﬂ %m —2 é(‘H \\IP' =
— ~

SH-0 Flzo o JdH-4.
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Quelques transformées de Fourier a connaftre SORBONNE

Signal x(t) TFSC X(f) Allure | X(f)|

3(1) 1 S(}l,_g AL Fzo0

1 o(f)
o2 fot 5(F — fo) J/ /‘AMJPZ i—

—j27ftg ’J?

o(t — to) e

cos(27fot) S —fo) £0(f +1o) 4

Question : transformée de Fourier d'un cosinus ou sinus, qui sont des signaux
périodiques ?
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m Sa définition : X(f) = [ x(t)e *™"dt
m Le contenu fréquentiel d'un signal est caractérisé par son amplitude |X(f)]
... et sa phase | X(f), qui est en général peu étudiée/représentée;

m Le contenu fréquentiel d'un signal non périodique est une courbe continue
en fréquence : toutes les fréquences peuvent y étre présentes, avec plus ou
moins d'importance;

m Les 2 représentations temporelles/fréquentielles sont totalement
équivalentes.
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Etude et analyse des systemes analogiques
un pas vers les filtres
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Systémes : introduction

Un systéme, c'est : Relation fondamentale entrée/sortie :
Bruit

vala

7

Perturbations

Hypothéses :

m Linéarité : ”[g(x((ﬁ " fLD&IJ; 0(5,(” ¢ jb(H
s | [eie k)] - gl p)

m + Stabilité :
) Sl <h sl gATLB
m + Causalité : yp WCW O/Wa,.. Pék d-/ﬂﬂ 3&) kéh
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Relation E/S dans le domaine temporel : I'équation différentielle D SRRRSNNE

Les systéms continus linéaires et invariants vérifient une équation différentielle
du type (ou, par convention, a, = 1) :

d"y(t) d""ty(t) d"2y(t)
n— n— e e e t —
T + an_1 1 + ap_2 1 + ... +aoy(t)
d"x(t) d™ x(t)
22— m— ce t
bn— " Hmm —— =+ box(t)

m Représentation générique ... mais peu exploitable dans le cas général

m Un systéme est entiérement caractérisé par la connaissance des coefficients
(an_l, oo« s d0, bm, e o ey bo)

m Pour résoudre ce type d'équation, on a généralement besoin des conditions
initiales du systémes, par exemple :

d®y(t)
dt

y(0) =1, = 0, etc.
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Parmi toutes les réponses d'un systéme, une est particulierement importante :
la réponse a un Dirac §(t), appelée réponse impulsionnelle :

h(t) = H|[4(t)]

Un systéme est entiérement caractérisé par sa réponse impulsionnelle :
Entrée x(t) Sortie y(t)

5(t) RU‘)
o(t —7) AG’ Z . l/WUW\l\ﬂW\(_u

x(7)8(t — )  (3) J[f 5). Mmde
fX(T)5(t—T)dT f,(_(z) QU’-Z) JZ //hww

A
wc(zx

| i ) NG

e (. .
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Relation E/S dans le domaine temporel : le produit de convolution (2/2) 5§ jorsonne

Produit de convolution

y(t) = h(t) x x(t) = x(t) * h(t)

= /+OO x(T)h(t — 7)dT

— 0

= / " hr)x(t = r)dr

— OO

Propriétés : ’CM « g(H ) (CM

m Elément neutre :

m Commutativité : gwd‘ &(H = 50’] & K[k)
m Translation temporelle : ta\/}ek c‘(‘k_k) : ’([k»k)

La convolution est sympatique ... mais |3 encore peu exploitable en pratique!!
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Relation E/S dans le domaine fréquentiel : la réponse en fréquence D SoRaoNne

Réponse en fréquence

Y(f) = H(f)X(f), avec H(f) = TFSC[h(t)].

m La convolution (dans le temps) est remplacée par une multiplication (en
fréquence)

m Le contenu fréquentiel de la sortie Y(f) est obtenu par pondération de
celui de |'entrée X(f), via la fonction complexe H(f) :

m chaque fréquence voit son importante augmenter ou diminuer selon la
valeur de |H(f)]

m chaque fréquence voit sa phase modifiée selon |H(f)

m Selon I'allure de |H(f)|, on pourra donc qualifier le systéme de filtre,
puisqu'il pourra supprimer ou amplifier certaines fréquences présentes dans
le signal d’'entrée pour constituer le signal de sortie.

Malheureusement, la transormée de Fourier de certains signaux n’existent pas
...on introduit donc une nouvelle transformation.
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Transformée de Laplace

TLx(t)] = X(p) = / x(t)e Pdt

m p € C est la variable de Laplace. On |'appelle aussi fréquence complexe:

m On a presque toujours :

—
X(f) = X(p)|p=janr

m La transformée de Laplace apparait donc comme une généralisation de la
transformée de Fourier.

Propriétés : pour ainsi dire identiques a celles de la TF.

m Dérivation :

L |5 | = px(6) - x(0)
TL [dnggt)_ = p"X(p) — p"""x(0) — pr2 8 gft) =0 — ... — dn_d:(t) |t=0
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Relation E/S dans le domaine fréquentiel : la fonction de transfert (2/3) ) ionsonne

Retour a |I'équation différentielle :

1% )" {")
B P L DU | o
I i Y

iTL + Cm\Jk}fM ()hj(/’ﬂ,é
= O

f'\ 7’([)) ¢ Qn. rw 7(/3)< A f'” Xﬂ;)&

WA
TRl S

X6) n M

prep
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Relation E/S dans le domaine fréquentiel : la fonction de transfert (3/3) ) sqraoune

Fonction de transfert

Y(p)  bmp" 4 bm—1p” 4+ ...+ bo

H — —
(p) X(p) p" + ap—1p""t + ...+ ao

m La convolution se transforme toujours en multiplication (ouf!)
m Les fonctions de transfert prennent la forme d'une fraction rationnelle

m Les racines du numérateur sont appelés les zéros du systémes. Les racines
du dénominateur sont appelés les poles du systeme.

Un systéme est stable si et seulement si ses péles sont a partie réelle
strictement négative
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Etude des systémes : a retenir

Dans le temps, un systéme continu, linéaire et invariant d’entrée x(t) et de
sortie y(t) est caractérisé par :

m son équation différentielle ou sa réponse impulsionnelle h(t),

m sa relation de convolution y(t) = h(t) * x(t).

En fréquence, ce méme systéme est caractérisé par :
m sa réponse en fréquence H(f), de sorte que Y(f) = H(f)X(f)
m sa fonction de transfert H(p), de sorte que Y (p) = H(p)X(p)
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