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Transtormée de Fourier des signaux discrets
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Introduction SORBONNE

Nous sommes donc maintenant en présence de signaux numériques, discrets en
temps, dont la représentation est la suivante :
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m Les signaux numériques ne sont deflnls qu'a des instants multiples de T.;

m En pratique, un signal numérique n’est donc qu'une liste de valeurs, i.e.
un vecteur collectant les valeurs des échantillons du signal ;

m Ces signaux possédent néanmoins aussi un contenu fréquentiel, qu'on
devine périodique de période de F. (a cause de I'échantillonnage);

m La définition de la transformée de Fourier (des signaux continus) n’est plus
applicable, il va falloir I'adapter.
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Vers la transformée de Fourier des signaux discrets (1/2) S ionmouns

La TFSC était définie selon : X(f) = [ 27 x(t)e /> dt.
Plusieurs soucis “pratiques’ se posent quand on cherche a utiliser cette
équation pour un signal discret :

m le signal est ipéggré sur la variable t continl{debqui est maintenant discréte :
-t

_o{,rr — D

m=_ o=
m on ne s'intéresse plus aux valeurs du signalpour tout t, mais seulement

aux instants multiples de T :
F—smTe —sa = X~ (K] - xlh]

On aboutit, en adaptant la formule, 3 une nouvelle transformation de Fourier :
c'est la Transformée de Fourier des Signaux Discrets (TFSD)

TFSD

+oo
X(ej27rfTe) — Z X[n]e—j27rnfTe

n=—oo
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Vers la transformée de Fourier des signaux discrets (2/2) S ionmouns

Pourquoi cette notation X(e*™"7¢)? — période F. du motif fréquentiel :
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Propriétés (1/2)

m Linéarité : - Vil Te
eplrat At ] . Xl 4 & Xl ).
m Translation dans le temps : M' 'JLWéM.-TZ
rep [lh-n]) = X0 ) e

m Symétrie hermitienne :

(37) X (e "”’“)
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m [héoréme de la convolution :

x[n] = y[n] = > x[ilyln — il = > x[n — ily[i] = y[n]  x[n]

I I

Et on a:

¥30 il
’L@OxJCM ~ X{@‘\lf{n)- y/f»'l{ )

m [ héoréme de Parseval :

e FelL :
Z_ IKUV\JJL - [' X(cfﬁﬁ)l 0’% *

7]
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Remarques S s

m X(e®"Te) est une grandeur continue en fréquence (alors que le signal
x[n] est bien discret!);

m X (e*™7¢) est périodique de période F. : on ne représente donc qu'un seul
motif fréquentigl, généralement sur —F./2 < f < F./2 :
X (e 1) | x (78|

Y .~ @/\3 | /
' i o YL

- %ef - Cen T _
m Pour des signaux a valeurs réelles, | X(e&’“""'¢)| est symétrique : on peut
donc méme s'intéresser qu'au domaine 0 < f < F./2;

m La TFSD est en fait la série de Fourier de la fonction X (e/?""'¢). La TFSD
inverse se retrouve donc directement :

TFSD inverse

X[n] _ X(ejZTrfTe)ejZTrnfTedf
(Fe)
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On rappelle :
X f' — —j27’rftd S +00 . .
( ) — x(t)e t X(ejZﬂ' e) _ § : X[n]e—JZﬂ-n -

Et I'échantillonnage nous a montré que X.(f) = Fe >, X(f — kFe).
Ainsi, La TFSD X(e/?™T¢) s'obtient a partir de la TFSC X(f) en effectuant les
opérations suivantes :

m on normalise la TFSC par le facteur Fe;

m on périodise la fonction avec la période Fe.

On obtient aussi la TFSC X(f) a partir de la TFSD X (&*™"¢) en faisant les
opérations suivantes :

m on normalise par le facteur T¢;

m on limite la bande de fréquences entre —F./2 et F./2.
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Exemple de calcul

Soit le signal :

rp(f&\];{om}m“ ne9 (laley)
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Transformée de Fourier discréte / FFT
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Vers la transformée de Fourier discréte (1/2) b SORBONNE

La définition de la TFSD indique qu'il est nécessaire d'observer le signal dont
on souhaite le contenu fréquentiel sur une durée infinie ...en pratique, c'est
évidemment impossible :

m en pratique, on observe le signal a travers une fenétre d’observation wy[n]

(rectangulaire, triangulaire, etc.) : '\CO‘O MWy [:q\j
l\
)( , | v] el
X ra —>Mm 5 R

m cette fenétre de NV points est nulle sauf entre 0 et N — 1. On peut donc
limiter la somme infinie initiale :

4 N-I|
l_ T
M - ->= MN=0
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Enfin, le résultat de la TFSD est une courbe continue en fréquence . ..dont il
nous faut |'expression formelle pour I'étudier : comment peut-on alors
I'approximer numériquement ?

m on ne calcule que la valeur d'échantillons en fréquence, de sorte que :

& o g
f — —— ! >
/\)g o % ..... ?6

gllﬂ- ? s t( \)L

On aboutit alors a IaySéfinition de la Transformée de Fourier Discréte (TFD) :

<4 ¢ ‘>;‘§. - [E>

Définition TFD

S| = Z_: w[n)x[n]e 2K K > N
SRV L W AT G
e g = e | K e )
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La construction de la TFD a partir de la TFSD nous indique donc :

m la TFD est la méme chose que la TFSD calculée en des valeurs de
fréquences particuliéres f = kF./K

m la TFD peut étre interprétée comme une version échantillonnée de la
TFSD avec un pas en fréquence égal a F./K

... pour le signal d'intérét wy[n]x[n] a durée limitée (défini sur N points).

On peut bien siir définir une TFD inverse permettant de revenir, partant de K
échantillons fréquentiels, a une signal sur N points :

1 K—1 . .
x[n] = N XN7K[k]ejz7r7
k=0
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Comprendre |a TFED bUNIVERSITE

m la TFD est toujours périodique, de période M : on ne s'intéresse donc

qu’'aux valeurs entre 0 et M (exclue); EO K_\'}
m la TFD est une grandeur discréte en frequence . on ne récupére donc que
des valeurs complexes réguliérement réparties entre 0 et F. (exclue) Eo

-l F]

m la TFD est donc une opération (réversible) qui transforme un vecteur de N
échantillons en temps (le signal pondéré par la fenétre d'observation) en
un autre vecteurs de K valeurs complexes en fréquences (K > N) :

N“G'Q 1@6 L. - - A N/\Jﬂw
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On constate que la TFD dispose de 3 paramétres N, w et K :

m N et w: cest le nombre de points N de la fenétre d'observation w. Les
deux permettent de régler la résolution de |'analyse en fréquence, i.e. la
capacité a distinguer 2 fréquences voisines dans le spectre;

X(LJM‘/TZ)
Xv (ﬁjlﬁ{t'

F'E/L — g
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Choix des paramétres de la TFD (2/3) SszEB%CNE&

On constate que la TFD dispose de 3 paramétres N, w et K :

m K : c'est le nombre de point de I'analyse en fréquence. Il permet de régler
la précision de |'analyse en fréquence.

N

— > A
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En pratique, on choisit toujours K > N :
m si K= N : le nombre de points du signal analysé et strictement égal au
nombre de points en fréquence;

m si K> N : alors le résultat de I'analyse en fréquence est identique a
I'analyse en fréquence du signal d'intérét sur N points, complété de K — N
échantillons nuls. On fait alors du bourrage de zéros (zero padding).

Xuklk] = SN wyln]x[n]e 72" ¥

= Yo wklnlx[n]e 27k

ot wg[n] =0 pour N < n< K.

\ K

— N

v 0

»
»

:a/u
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Propriétés

m Linéarité :

e [e o« et ] = X TR « X_[!]

m Translation dans le temps : _ ZlTﬂ\aL
.,l K
TED ['Ltmfm,ﬂ . X Dﬂ e

-----
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Convolution b SORBONNE

On définit le produit de convolution circulaire (x) par

Convolution circulaire

N—1

X[ ® ylnl =Y x[plnyln — pl/n

p=0

ou ,y désigne I'opération modulo N. Ainsi, si on a

x[n] = {x[1], x[2], x[3], x[4]},

alors
x[n — 2] = {x[3], x[4], x[1], x[2] }

Et on montre qu'on a alors (pour des signaux de mémes dimensions) :

Théoréme de convolution

x[n] ® y[n] == X[k]Y[K]
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La FFT (Fast Fourier Transform) est un algorithme de calcul rapide de la TFD
(introduit en 1965 par Cooley et Tuckey). Il permet de réduire drastiquement le
nombre d’opérations nécessaires au calcul des valeurs de X[k]. Ainsi, pour un
signal de N = 1024 points :

m la TFD classique nécessite environ N? = 1048576 opérations

m la FFT requiert elle Nlog N ~ 3000 opérations seulement.

Il existe aujourd’hui de nombreuses variantes algorithmiques optimisées du
calcul de la TFD. Souvent, elles nécessitent de travailler sur des nombres de
points N et K égaux a des puissances de 2.

— si le signal d’intérét n’a pas un nombre de points adapté, on utilise trés
souvent le bourrage de zéros pour arriver 3 1024, 2048, 4096, . .. échantillons.
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Analyse en fréquence : 3 retenir

m La FFT est 'outils utilisé partout pour analyser en fréquence un signal
numérique;

m L'analyse en fréquence retourne cette fois un vecteur complexe sur K
points, et non plus un résultat analytique (une courbe par exemple) ;

m 3 paramétres permettent d'affiner |'analyse :

m La durée et forme de |I'observation : influence la résolution de |'analyse,
m Le nombre de point de laFFT : influence la précision de |'analyse.
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